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Resumo

O objetivo deste trabalho é estudar a viabilidade da implementacao de rotinas nao lineares
dentro do software SDTools para a simulagdo de cal¢os elastoméricos. Como se trata de
um trabalho inicial, em primeiro lugar foi definida uma lei de néo linearidade ja conhecida
e simples, e entao, a partir de sua devida implementagao no programa, foram realizadas
andlises para avaliar o comportamento do modelo sob diferentes carregamentos. Ainda
sobre o modelo hiperelastico, foram realizados estudos sobre a estabilidade do modelo e
sobre a possibilidade do uso de técnicas de hiper reducdo. A continuidade desse trabalho
se deu com a introdugdo do modelo nao linear dentro de um sistema completo, onde
foram trabalhados os problemas de validacao e de identificacdo de parametros, além da
interpretacao dos elementos nao lineares a partir de conceitos modais.



Abstract

The main goal of the present work is to study the viability of the implementation of non
linear routines in the SDTools software for simulating non linear elastomer mounts. Since
it is a first work in this field inside the context of SDTools, a simple and known model of
hyperelasticity was chosen and implemented, and with this model, analysis to identify its
behavior under different loading conditions were made. Still on the hyperelastic model,
the model’s stability and the possibility of the application of hyper reduction techniques
were studied. The work followed with the modelling of a complete system with the non
linear model as a component. In the system model, the identification and the validation
problems were adressed, along with the usage of modal concepts.
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1 Introducao

Calcos elastoméricos sdo usados em diversas aplica¢oes industriais. Na industria
automotiva, eles possuem um papel importante no comportamento dindmico global de
um veiculo (BOURGETEAU, 2009), devido a sua baixa rigidez em relagdo aos outros
componentes e a sua capacidade de absorver energia de vibracoes. Suas diversas aplicagoes
em um sistema de suspensao automotiva sdo mostradas na figura 1. Na industria aeroes-
pacial, esse material é utilizado para o isolamento de diversos componentes de satélites
(JAUMOUILLE, 2011). Na indtstria aeronautica, estuda-se sua aplicacao para o isolar
as asas das vibragoes do motor, com o desafio de transmitir elevadas cargas estaticas
(VINCENT, 2011). Na industria ferrovidria, calgos de borracha sao os componentes mais
utilizados para distribuir os esforgos dos trilhos para os dormentes (ARLAUD, 2016), como
mostra a figura 1.

Figura 1 — Calgos elastoméricos aplicados em trilhos e sistemas de suspensdo. Fonte:
Bourgeteau, 2009, Arlaud, 2016

Os mecanismos do comportamento dos calgos sdo conhecidos: viscoelasticidade e
histerese devem ser modeladas para representar a dissipagao. Efeitos importantes, como o
efeito Mullins (evolugao das propriedades com os primeiros ciclos de carga) e Payne (perda
de rigidez em altas amplitudes de vibracao) (JAUMOUILLE; SINOU; PETITJEAN, 2010)
ainda sdo assuntos de pesquisa no mundo académico, tanto em termos de modelagem
quanto de caracterizacao.

Uma das dificuldades encontradas ¢ o fato de que dois tipos de modelos funda-
mentalmente diferentes sdo frequentemente utilizados. Modelos materiais devem incluir
efeitos nao lineares em amplitude, frequéncia e temperatura, que incluem também o uso
de varidveis internas. Além disso, deve-se levar em conta para esse tipo de modelo os
efeitos nao lineares de grandes deformagcdes. Devido a essa alta complexidade, estudos de
design baseados nesses modelos ainda nao sdo acessiveis para a industria, apesar dessa
perspectiva estar se abrindo com a utilizacao de técnicas modernas de reducao de modelos
(RYCKELYNCK; BENZIANE, 2010).

Por essa razao, para simulagoes em nivel sistema, modelos do tipo mola-amortecedor

nao linear sao identificados e utilizados (BOURGETEAU, 2009). A escolha do tipo de
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Figura 2 — Comportamento ndo linear de calgos elastoméricos em relacdo a amplitude de
deformacao. Fonte: Bourgeteau, 2009

nao linearidade para esses modelos é delicada. Modelos que representam bem a realidade
tipicamente utilizam estados internos que diferem completamente de um modelo material,
visto que num modelo tipo mola-amortecedor, ndo se podem separar os efeitos materiais
dos espaciais. A escolha do modelo e a definicdo de uma estratégia de identificagdo ainda
é um problema aberto. Neste trabalho, este tipo de modelo uniaxial serd chamado de
metamodelo para esclarecer que sao modelos empiricos e nao de materiais.

A integracdo de representagoes ndo lineares dentro de solvers em nivel sistema
ainda impo6e mais uma dificuldade: respostas transientes a choques e respostas harmonicas
nao lineares, por exemplo, se tornam extremamente custosas numericamente quando o
sistema completo (carro, trilho, motor, satélite, etc.) possui milhdes de graus de liberdade.
Outra grande limitacao desse tipo de modelo é que sua identificagdo negligencia os efeitos
de acoplamento, dado que o niimero de ensaios para a identificagdo desses termos em todas
as direcoes é claramente muito maior do que para um modelo uniaxial.

Dentro deste contexto desafiador, o objetivo deste trabalho é garantir a disponibi-
lidade de ferramentas numéricas e a habilidade de maneja-las de maneira flexivel, para
garantir que futuros trabalhos sejam realizados com chances reais de sucesso.

O capitulo 2 procura validar procedimentos para lidar com modelos materiais 3D.
O principal ponto dessa parte é validar a capacidade de utilizar um material nao linear,
combina-lo com efeitos ndo lineares de geometria, resultando em respostas adequadas
para o nivel sistema. Como o objetivo nao é inovar nas escolhas de material, mas sim,
confirmar a capacidade de simular e diagnosticar problemas, as aplicacoes sao limitadas
a hiperelasticidade, cujos modelos simples possuem patologias numéricas conhecidas. A
implementacdo numérica é validada em primeiro lugar, entdao a estabilidade do modelo
tridimensional é estudada. Finalmente a possibilidade de reducao é analisada e os efeitos
de geometria e de material sdo comparados.

No capitulo 3, simulagées em nivel sistema sdo estudadas. Como base, um simples
modelo que permitiria a caracterizacdo de um calgo é desenhado para as simulagoes e
poderia ser utilizado experimentalmente. Sdo realizadas andlises lineares, verificagao da
possibilidade de redugao de ordem, além da visualizagao da resposta transitéria de modelos



paramétricos. A comparacido de metamodelos e do modelo volumétrico é realizada, além
de utilizar essa comparacdo para analisar os problemas de identificagao e validagao.

Finalmente, o capitulo 4 conclui o trabalho e relata as perspectivas para os futuros
trabalhos.



2 Modelo Local

Neste capitulo serao tratados os problemas relativos a andlise e a simulagao de
calcos elastoméricos em sua formulagao volumétrica. Esses modelos tém de considerar os
comportamentos ndo lineares material e geométrico, associados a grandes deformagoes,
dado que elas chegam frequentemente a 30% para esse tipo de componente, e casos onde a
deformacao chega a 100% sao razoavelmente comuns (BOURGETEAU, 2009).

Para demonstrar a capacidade de lidar com esse tipo de problema, além de verificar
o desempenho do software, foi considerado suficiente para o trabalho analisar o caso de
hiperelasticidade e grandes deformagoes.

A secdo 2.1 sumariza as principais equacoes e os passos de validagdo da nova
implementacao de ndo linearidades materiais para volumes dentro da arquitetura do
software SDTools (BALMES, 2017).

A secéo 2.2 descreve o primeiro exemplo de aplicacdo da implementagao, utilizando
ferramentas de pds processamento desenvolvidas, tanto para diagnosticar problemas de
instabilidade encontrados, quanto para verificar a possibilidade de uma reducdo do modelo.
No final da secéo, o impacto da nao linearidade material é medido ao comparar os resultados
de suas simulagoes ao de seu material elastico equivalente, porém sujeito a formulacao de
grandes deformagoes.

A se¢ao 2.3 descreve os comportamentos que materiais elastoméricos apresentam,
porém nao foram implementados neste trabalho. O principal efeito descrito é a viscoelas-
ticidade em formulagao reolégica e volumétrica. Efeitos da temperatura e da amplitude
também sado descritos.

2.1 Hiperelasticidade e grandes transformacdes

Nesta secao, o caso mais béasico dos comportamentos nao lineares em um problema
estrutural - a hiperelasticidade - é analisado.

Primeiramente, o conceito é desenvolvido, e entdo a lei constitutiva é derivada para
o caso do material de Mooney-Rivlin, e por fim, casos teste sao apresentados, bem como
sua implementacdo no software.

2.1.1 Definicao

Um material hiperelastico é um material cuja lei constitutiva é definida por um
potencial de energia (ANSYS, 2017). Dado que ainda estamos no dominio da elasticidade,
deve-se lembrar que apesar do fato que hd um grau de néo linearidade, todas as deformagoes
sdo reversiveis, logo ndo é necessario o histérico dos carregamentos do material para
estabelecer sua lei constitutiva instantanea, logo, as andlises temporais podem ser realizadas
como se fossem andlises quase estaticas. A teoria hiperelastica considera nao linearidades
advindas de dois mecanismos diferentes (BOWER, 2009):

e Geométrica: A hiperelasticidade se manifesta sob grandes deformagdes, o que significa
que a teoria de pequenos deslocamentos nao é mais valida, devido aos termos que



nao sdo mais despreziveis

e Material: Existem diversos modelos para a equacao de energia potencial hiperelastica
(BOULANGER; HAYES, 2001), e sdao geralmente func¢oes dos invariantes do tensor
de deformagoes ou das deformagoes principais. Quando as derivadas dessa energia
nao sao lineares, entdo, o material também se comporta de maneira nao linear.

As principais aplicacoes dessa teoria sao a modelagem do comportamento de
elastomeros e de espumas poliméricas que podem apresentar grandes mudancas de forma
reversiveis (como uma esponja, por exemplo) (BOWER, 2009).

2.1.2 Lei constitutiva - Modelo de Mooney-Rivlin

Antes de definir e derivar a lei constitutiva do material, alguns conceitos auxiliares
devem ser definidos, comegando pelo tensor de deformacées direito de Cauchy-Green C

C=FTF, (2.1)
que é baseado no tensor gradiente de deformacoes F'

Ej = Iij + V]uz (22)

Entre diversos modelos de hiperelasticidade, o modelo tratado nesta segdo € o
de Mooney-Rivlin, que é uma descri¢do fenomenolégica da relacao tensdo/deformagéao
geralmente respeitada por materiais similares a borrachas. Neste modelo, a energia livre é
descrita por

W = Cl(Jl — 3) + CQ(JQ - 3) + Ct(Jg), (2.3)

Onde J; sao as formas reduzidas dos invariantes I; do tensor direito de Cauchy-Green
(equagoes 2.4 e 2.5) e a é uma fungao nao linear de J3. Alguns modelos hipereldsticos
diferem apenas por esse termo (SCHRODER; NEFF, 2003). C; e C5 sdo parametros do
material. E importante frisar que o termo J3 corresponde a variagdo de volume do ponto.

ho=4LI;P =L gy =1 (2.4)

L= t(C) I = % [(tr(C))? — (€?)] 15 = det(©). (2.5)

Antes de derivar a fun¢do de energia, o termo « deve ser definido. Neste trabalho,
a expressao de Mooney-Rivlin mais simples ¢é usada,

a(J3) = K(J3 —1)2, (2.6)
sendo K o terceiro pardmetro material do modelo.

Derivando-se a expressao de energia livre, podemos obter o segundo tensor de
tensdes de Piola-Kirchhoff,

ow ow ol owol, oW 8]3)
=2— =2 =4+ —— 4+ ——-— 2.
5=25¢ (8[1 ac " 9L, 0C * 9L; aC ) 2.7)
onde cada derivada em relacdo a C também deve ser calculada,
oL _, O =LI-C oL = adjt(0), (2.8)

oC oC oc



e em relacdo aos invariantes I,

ow -1 oW -2 oW 1 -4 2 -3 Ja

— =C11,? —=0C91°% — =—=-C1HI;3 —=Cylhl,3 + — 2.9

o, "M o s gr T 3ttss T 3tRRh T ans (29)
e em relacdo a a,

Oa _2

— =K(1-1,3). 2.1

o = KO-17) (2.10)

Finalmente, o tensor de tensdes de Cauchy (equivalente ao tensor de tensoes linearizado)
pode ser calculado por

_ FTSF
 det(F)

o . (2.11)

2.1.3 Linearizagcdo para as configuracdes de referéncia e deformada

Como qualquer outro modelo material, o modelo de Mooney-Rivlin no estado
de referéncia possui um material linear elastico equivalente, de maneira que a teoria de
pequenos deslocamentos possa ser representada nesse modelo. As equagdes que fornecem
essa correlagao sao

G = 2(01 + 02) (2.12)

k= 2K, (2.13)

onde G é o médulo de cisalhamento e £ 0 médulo de compressibilidade. Apenas estas duas
constantes definem o material linear eldstico equivalente e as outras constantes elasticas
podem ser encontradas a partir destes dois parametros.

O material linear equivalente também pode ser visto como uma importante ferra-
menta numérica, dado que é a base para calcular a matriz de rigidez instantdnea de um
sistema. Portanto, é necessario calcular essa linearizacdo para um estado de deformacao
qualquer.

Dado um estado de deformagao, num modelo nao linear, a rela¢do tensao/deformagao
instantdnea pode ser aproximada por uma linearizacao em torno desse estado. Essa lineari-

zacao pode ser calculada tomando a segunda derivada da funcdo de energia em relacao a
C (BALMES, 2017),

0w
Dpr =4———. 2.14
T~ ac? (2.14)
Expandindo essa equagao com a regra da cadeia, temos
o*w oW 021, 0*W oI, 01,
_ o il il 2.15
507 ~ 2 g1, 9c? 2 2= 1,91, o0 90" (2.15)
onde
2
Oh_ (2.16)

oc?



00 0 0 00 [0 0 0]
01 0 -1 0 O 0O 0 O
) 0 0 1 r 0 0 0 wo L -1 0 O 1w
921 0 -1 0 1 0 0 0O 0 O
8703 - 0 0 0 00 0 0 0 0 ,
I 0 0 O 1w 0 0 1 ; i 0 -1 0 I
0 0 -1 0 0 O 1 00
00 O 0 0 -1 01 0
i 0 0 O 1 0 0 O y 0 0 O ¥ i
[0 0 0 | 0 0 0 [0 0
0 C33 —Cz —C33 0 (3 C32 —C31
|0 —Ca Cn |, | C3 0 —Cu |, | O Cn
921 0 —Cs33 (O3 C3z 0 —C3 —C30 O3
873 = 0 0 0 0 0 0 0 0
10 Ciz —Cip |, | —Ci3 0 Cu |, | Ciz —Cn
0 Cha —Cxp —Ch 0 Oy Coy —Co1
0 —Ciz Ci2 Ciz 0 —-Cni —Ci2 Cny
i 0 0 0 1w L 0 0 0 1w L 0 0

Os termos ainda nao calculados sdo os de segunda ordem em relagio a I;,

O*W - *W B *W B *W _0
8[12 - 9LOI, 9L, 8]22 -
*W O*W 1 4

- - _70113 37
01,013 013014 3
*W O*W 2 s

= = _70213 37
01,013 013015 3
o13 — 9 8 T 9 oy

onde

Pa 1. -3
—=—-KI,?2
orz 237

sendo que neste caso,

da _ da_
o, 0,

DO O OO o oo o

4 Kl

(2.17)

kl

Kl / ij
(2.18)

(2.19)

(2.20)

(2.21)

(2.22)

(2.23)

(2.24)



2.1.4 Termos para o solver numérico

Para implementar a funcdo no solver de elementos finitos do software SDTools, os
esforgos internos devem ser calculados (BALMES, 2017):

Entij = Fk‘iSjkv (225)

onde S é definido pela equagao 2.7. Este termo é necessario para calcular o trabalho virtual
dos esforgos internos (BALMES, 2017),

|8+ de= [ {50V} Fasi. (2.26)

onde N; sdo as derivadas das fun¢des de forma dos elementos e ¢; corresponde aos
deslocamentos na direcao ¢. Para acelerar os calculos, o solver da SDTools utiliza ao invés
das fungoes de forma, uma matriz de observacdo B, dado que tais fun¢bes variam apenas
com o tipo de elemento. Assim, temos

aij = uij = {N;} {6qi} = [Blyjpa {an} (2.27)

onde k é o indice do componente espacial da coordenada ¢ (x,y,z), [ é o indice do né, i é a
coordenada espacial do gradiente de deslocamento e j é a derivada em relacao ao espaco
,x ,y or ,z. Dado que esses valores sdo calculados em cada ponto de Gauss, a integral no
elemento se torna uma soma ponderada pelos pesos de Gauss no mesmo elemento:

e = [ {oa)" (N} S = {au)” {Z B 1S, wgdetug)} - (228)

Sendo w, os pesos de Gauss e J; o Jacocbiano do elemento. Num solver de
elementos finitos, a diferenca entre o trabalho externo e o trabalho interno é o residuo de
um método iterativo (no caso, utiliza-se o método de Newton) (BALMES, 2017). Para
poder calcular esse residuo, é necessario calcular a matriz Jacobiana do sistema em relacao
aos deslocamentos. Essa matriz também é chamada de matriz de rigidez geométrica e
calcula-se por

K = [ {00n}" (N HDGnm{N 1 }{000). (2:29)
onde D¢ é a rigidez material tangencial para um dado estado de deformagéao,
(DG)njmi = Fri(Dr)ijriFmi + Sij- (2.30)

Novamente, pode-se utilizar a matriz de observagdo B, juntamente com os pesos de Gauss,
para chegar a implementacido numérica realizada no programa SDTools

K = {00mo}" > ([[Blmoxnt (D&njmt [Bljmns| wodet(Jy)) {ano} - (2:31)

2.1.5 Exemplos de verificacdo

Tendo calculado a lei constitutiva material, bem como realizado a implementacao
numérica, é necessario realizar casos teste para assegurar que a implementacao foi bem
realizada, além de garantir que os valores escolhidos para os pardmetros materiais sejam



condizentes com a realidade. Os casos descritos aqui tém, cada um, sua solucdo analitica e
foram implementados em um Unico elemento para a verificagdo, com bons resultados.

O primeiro caso considerado é o de deformacgao triaxial. Dado um paralelepipedo
de dimensoes (I; x Iy x l3), impoem-se os deslocamentos

U1 = A\1T1, Uz = AoXg, U3 = A3x3, (2.32)
assim, temos o gradiente de deformacao F' e o tensor direito de Cauchy-Green C

F =diag(1+);), C =diag[(1+ \)?%]. (2.33)
O que resulta nos invariantes

L= (1+X)? L= 1+X)21+X)* Is=][0+XN)? (2.34)

% 1<J %
Usando as equagbes 2.9 e 2.8 para calcular as derivadas em relagdo a I; e a C'; bem como a
equacao 2.7, para calcular o segundo tensor de tensdes de Piola-Kirchhoff, temos

2
3

_1 _ 1 _4 2 _5 _2
Sii = 2{01[3 3+0213 (Il_(1+)\i)2)+(_301[1[3 3 — 5021213 34 K(l — Ig 3)> I3(1+)\i)_2]
(2.35)

No caso de um esfor¢o nao seguidor, os esforgos que devem ser impostos no paralelepipedo
devem ser dados pelo primeiro tensor de tensdes de Piola-Kirchhoff P, que relaciona as
areas na configuragdo de referéncia aos esforgos na configuragdo deformada (BOWER,
2009)

P=FS, (2.36)
que resulta em

Caso um esforgo seguidor sob o sistema seja aplicado, entdo o tensor de tensdes apropriado
é o de Cauchy, que relaciona as areas e esforcos relativos a configuracdo deformada. Usando
a equacao 2.11,

(1+XN)

i = Hj(l n )\j)S” (2.38)
Dessa maneira, temos, finalmente, as condi¢oes de contorno para equilibrar os esforgos
internos numa condig¢ao nao seguidora
Para =0, u, =0
Para y =0, uy =0
Para z=0,u, =0
Para z =, p, = — (1 + A\1)S11
Para y = Iy, py = —(1 4+ A2)S22
Para z = lz, Pz = —(1 + )\3)533,
enquanto para uma configuracao seguidora, Para x =0, u, =0
Paray =0, u, =0
Para 2 =0,u, =0



Para x =1, p, = —ASH

(H/\Q)E\H/\S)

B - 1+

Para Yy = lya Py = _W@_MSZQ
B . 142

Para z =1, p. = _ms?’&

Utilizando essas condigoes, foi verificado que os deslocamentos estdo de acordo com os
dados pelos coeficientes A1, A2, A3 na implementacdo numérica.

Para o caso de cisalhamento simples, tomamos o mesmo paralelepipedo de
dimensoes ({1 x Iy x l3) e deslocamentos

up =x1, U2 =2+ yr1, uU3= T3, (2.39)

assim temos o gradiente de deformagoes F' e o tensor de deformacdes direito de Cauchy-
Green C,

2

L+~

0
F = 0 C =
1

O =2

- 0
v 0. (2.40)
0 1

[
o = O

Dessa maneira, os invariantes sao também calculados,
L=34+7 L=3++> =1 (2.41)

Usando as equacoes 2.9 e 2.8 para calcular as derivadas em relacao a I; e a C', bem como a
equacao 2.7, podemos obter o segundo tensor de tensoes de Piola-Kirchhoff S,

2 —y 0 1 9 1 -y 0
S=2|C1I+Co| —y 2+72 0 + <—301]1 — 302]2) —y 1442 0
0 0  2++2 0 0 1

(2.42)

Usando a equacao 2.11 e simplificando, temos o tensor de tensdes de Cauchy o

2(01 — 02) — 202’)/2 — 2(01 + 02)’7 0
o= 2(C1 + Ca)y 2(C1 — Co) +2C17% — 0 , (2.43)
0 0 (Cl — CQ) —
onde
2
a = 5(01.71 — Cqly). (2.44)

Assim, os esforcos externos para tais deslocamentos numa configuracdo nio seguidora
valem

Para z = 0, {u} = {0 0 0}7

Para y = 0, {p} = {So1 Sa2 0}

Para z =0, {p} = {0 0 S33}"

Para x = I, {p} = {—-S11 — S12 O}T

Para y = I, {p} = {=S21 — a5 0}"

Para z =L, {p} = {00 — Ss3}7.

Enquanto para um esforgo seguidor, temos Para x = 0, {u} = {00 O}T
Para y = 0, {p} = {021 022 0}

Para z = 0, {p} = {0 0 633}



Para 2 = I, {p} = {—011 — o012 0}"
Para y =1, {p} = {—om — 092 0}
Para z =1L, {p} = {00 —o33}”.

Com a mesma formulagdo, um interessante caso particular da deformagao triaxial
é o caso de cisalhamento puro, onde temos

1
— -1
VI+ A
Os invariantes e os tensores de deformagao seguem sendo calculados pelas equagoes 2.34

e 2.32. Dessa maneira, o terceiro invariante I3, relacionado a variacdo de volume, tem o
valor 1, de maneira que a equagdo 2.36 possa ser simplificada para

Aj =M = (2.45)

1 2
Sii =2 |:Cl + Cy (Il — (1 + )\i)z) + (—30111 — 3CQI2> (1 + )\i)2:| . (2.46)

Assim, a expressao do primeiro tensor de tensoes de Piola-Kirchhoff segue sendo a mesma
(equagao 2.37), enquanto o tensor de tensoes de Cauchy se simplifica para

Oii = (1 + /\Z‘)QSZ‘Z‘ (2.47)

Nesse caso particular, também ndo ha mudanca na configuracido dos esforgos em relagéo ao
caso de deformacao triaxial, tanto para o caso seguidor, quanto para o caso nao seguidor.

Outro caso particular da deformacao triaxial é o caso de deformagao uniaxial,
onde Ay = A3 = 0. Apesar das equacbes 2.34 e 2.32 nao se simplificarem, este caso é
interessante ao avaliar a variacdo de volume

AV =det(F) — 1 = \y. (2.48)

Se o material apresenta um alto médulo de compressibilidade 2K (cerca de cem vezes maior
que os parametros C] e Cy, normalmente), que é uma condigao realista para elastémeros,
o tensor de tensoes de Cauchy (para pequenos deslocamentos) pode ser aproximado por

0'1%0‘2%0‘3%2)\1[(. (249)

2.1.6 Exemplo com mais de um elemento

Nesta subsecao, o objetivo é confirmar a capacidade de visualizar as varidveis que
descrevem o modelo de Mooney-Rivlin, como a energia livre, os invariantes ou mesmo a
rigidez tangente.

O modelo utilizado é o de um cubo com dimensodes 1 x 1 x 1, com cinco elementos
em cada diregdo, constituido pelo material de Mooney-Rivlin com constantes dadas pela
tabela 1. As condigbes de contorno foram impostas de maneira que as respostas analiticas
da secao 2.1.5 ainda pudessem ser validas. Essas condigoes sdo: para = 0, u, = 0, para
y =0, uy =0 e para z =0, u, = 0. Nas faces restantes (x = 1; y = 1 e z = 1), as tensoes
calculadas analiticamente pela expressao 2.36 foram impostas. Para os seguintes calculos,
os esforgos externos foram impostos para que o deslocamento nas faces z = 1ley =1
fossem nulos, e variando para a face z = 1. Esse deslocamento variavel é colocado como a
abscissa nos gréaficos a seguir.



Tabela 1 — Pardmetros de Mooney-Rivlin para o primeiro exemplo

Cy | 4x10°Pa
Cy | 1x10°Pa
K [ 105 e 10"Pa

Quando utilizando o menor valor de K, os calculos divergiam para uma compressao
em torno de 30%. Para a tracao do material, a estabilidade numérica é um pouco maior,
visto que apenas em torno de 40% de deformagao ocorre divergéncia. Para o segundo valor
de K, com o material tendendo a incompressibilidade, o método divergia em torno de 20%
de deformacao, tanto para compressao, quanto para tracao.

Observando a evolucdo da energia com o deslocamento (figura 3), vé-se que a
energia evolui de maneira assimétrica para tragdo e compressao. Isso ocorre pelo fato de
que o termo « na expressao de energia rigidifica mais o material em compressao do que em
tracao.
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Figura 3 — Valores de energia para K = 10°Pa e K = 10" Pa respectivamente

Também é evidente que o terceiro termo de energia - relacionado a variacdo de
volume - domina os outros dois. Na analise do material perto da incompressibilidade, os
outros dois termos podem até ser desprezados.

Na figura 4, pode-se ver que os invariantes evoluem de maneira linear em relacao
ao deslocamento vertical. Isso acontece devido ao fato de que dois dos deslocamentos sao
nulos, fazendo com que a deformacao volumétrica - relacionada aos invariantes - evolua de
forma linear com o deslocamento vertical.

A derivada da energia em relacdo aos invariantes é um dos componentes que
compoem a energia total. Sendo assim, é importante analisar sua evolugdo, mostrada na
figura 5. As duas primeiras componentes mostram uma grande variagdo negativa para
compressao e em tragdo, tendem para um valor constante. A terceira componente, por sua
vez, exibe o comportamento contrario, mostrando um crescimento elevado com compressao,
e um crescimento suave em tragdo. Levando em conta o caso mais rigido, as duas primeiras
componentes se comportam como para o caso menos rigido, porém a terceira componente
apresenta um comportamento linear e muito mais intenso.
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Figura 4 — Evolugdo dos invariantes
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Figura 5 — Derivadas dos invariantes para K = 10Pa ¢ K = 107 Pa

A rigidez material tangente também foi calculada, e na figura 6, onde foram tragadas
as evolucoes dos componentes principais dessa matriz, pode-se ver que o material se rigidifica
rapidamente sob compressao, enquanto em tracao, ele perde rigidez até um limite, onde o
material se instabiliza. Nas componentes transversais, nota-se o comportamento oposto,
porém com variacoes lineares. A variacao de rigidez se situa entre —30% e 200%.

No caso mais incompressivel, a queda da rigidez na direcdo do deslocamento é
muito mais sutil, enquanto as componentes transversais se comportam praticamente da
mesma maneira, porém com variacao mais intensa - entre —25% e 25%.

Essa variacdo consideravel nos parametros justifica a implementacao de estraté-
gias para lidar com as nao linearidades na modelagem de materiais com este tipo de
comportamento.

2.2 Caso de aplicacdo : massa rigida e modelo em volume de um calco

Nessa secao, a primeira aplicacao do modelo hiperelastico é realizada com o objetivo
de trazer respostas que possam ser levadas ao nivel sistema, de maneira a relaciona-lo com
a representacdo em metamodelo.
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Figura 6 — Componentes da rigidez tangente para K = 105Pa e K = 107 Pa

Primeiramente, uma descricdo completa do modelo ¢ feita, entdo, os problemas de
estabilidade sdo analisados e discutidos, com base na andlise do material tangente. Entao,
é realizado um estudo sobre a possibilidade de aplicar métodos de reducao de ordem. No
final da secdo, as respostas de nivel sistema sdo obtidas e realiza-se a comparac¢io com um
material linear em grandes deformagdes.

2.2.1 Detalhes do modelo

Este modelo foi criado para simular um tnico calco elastomérico, para que fosse
possivel visualizar os campos de varidaveis dentro do calco. O modelo tem as mesmas
dimensoes de um calgo retirado do catdlogo da empresa Paulstra SA (PAULSTRA, 2017).

Figura 7 — Modelo RubMount

Este modelo tem uma base completamente engastada, com a outra face ligada
entre si como um plano rigido (em amarelo na figura 7). Essas condigoes de contorno
representam um calco ligado a placas de metal em suas extremidades.



O calgo escolhido mede 12,5mm de comprimento e 12,5mm de didmetro. Sua
densidade foi tomada como 1,6 x 10%kg/m?, e uma massa puntiforme de 10g (em preto na
figura 7) foi adicionada para diminuir a frequéncia natural do sistema.

O principal critério para escolher os parametros materiais foi a amplitude da zona
de estabilidade, e por causa disso, o material modelado é consideravelmente compressivel.
Os valores dos pardmetros sdo mostrados na tabela 2.

Tabela 2 — Pardmetros de Mooney-Rivlin para o modelo volumétrico

C; | 5 x 10°Pa
Cy | 2 x 10°Pa
K | 8 x 10°Pa

Com esses parametros, a primeira frequéncia de tragdo/compressao estd perto de
270Hz.

2.2.2 Estabilidade

Nas primeiras simulagoes com esse modelo, apds alguns ciclos de tracdao e com-
pressao, o modelo comecava a vibrar e divergia, como pode-se ver na figura 8. De acordo
com (ADINA, 2007), o modelo de Mooney-Rivlin mostra instabilidades para cerca 60% de
deformacao para condi¢ao de tensdo biaxial.
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Figura 8 — Instabilidade no modelo RubMount

Esse comportamento estranho nos diz que o modelo produz energia, e como ainda
estamos em um modelo puramente hiperelastico, ela ndo pode ser dissipada. Para investigar
esse problema, uma analise de estabilidade foi realizada.

A maneira mais simples de verificar se um material é estdvel ou nao é a avaliagio

do critério de estabilidade de Drucker (ABAQUS, 2017)

doTde > 0 = de? Dpde > 0, (2.50)



isso significa que a matriz de rigidez tangencial deve ser sempre definida positiva, ou que a
expressao de energia deve ser convexa. Uma maneira de verificar essa condi¢ao é calcular
os autovalores da matriz D, e todos devem ser positivos para que o modelo seja estdvel.

Para visualizar a zona de instabilidade relativa aos parametros desse modelo,
foram gerados tensores de gradiente de deformagoes aleatérios, e com eles, calculados os
invariantes e os autovalores das matrizes de rigidez tangente relativas. Assim, cada ponto
foi tragado em fung¢do dos invariantes e colorido em func¢ao de sua estabilidade na figura
9. E notéavel que como o tensor de deformacdes direito de Cauchy-Green é uma forma
quadratica, o espago dos invariantes ndo pode ser preenchido igualmente.

O Unstable
Stable

Figura 9 — Estabilidade em funcio dos invariantes para gradientes de deformacao aleatorios

Para visualizar esta regido de uma maneira mais intuitiva, uma interpolagao foi
realizada tomando o menor valor dos autovalores da matriz D; em funcao dos invariantes.
A figura 10 mostra onde essa fungdo de interpolagdo vale zero, ou seja, onde o modelo
passa de uma configuracdo de deformacao estavel para uma instavel.

Além do fator material, a instabilidade também pode vir do termo de pré tenséao.
para avaliar esses efeitos em conjunto, foi realizada a andlise de estabilidade em um sistema
onde as matrizes de rigidez estdo montadas.

Para realizar esta andlise, o modelo RubMount foi usado, e nele investigamos onde
haviam as instabilidades. Com esse objetivo as matrizes de rigidez tangente foram extraidas
de cada ponto de Gauss, onde foram calculados os autovalores. Esse procedimento também
funciona para outras varidveis, tais como os invariantes, a energia e os esforcos internos.

A figura 11 mostra os autovalores e os esforgos internos para um ponto de Gauss
especifico, com o modelo trabalhando sobre um ciclo de tra¢do/compressdo. Em um dado
momento, os autovalores da matriz Dr (rigidez tangente material) e Dg — S (matriz
de rigidez material transformada) se tornam, de fato, negativos para grandes tragoes,
desrespeitando o critério de estabilidade de Drucker, e provavelmente gerando energia
nesse ponto. Outra informagao importante que pode ser extraida do grafico é a existéncia
de uma troca de sinal no valor dos esforcos internos na direcao transversal a compressao,
originando uma espécie de efeito de Poisson negativo (contracgao transversal sob compressao
uniaxial), o que se confirma na ilustragdo do calgo deformado, na figura 12.



Figura 10 — Regido de estabilidade calculada por interpolagao
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Figura 11 — Menores autovalores e esforgos internos para um ponto de Gauss especifico

Para entender o motivo dessa instabilidade os valores dos menores autovalores
foram expandidos para os nés da malha de elementos finitos, para que pudessem ser
visualizados no volume do modelo. O resultado desse procedimento é mostrado na figura
13. Na figura, vé-se que na regido externa do modelo, proximo ao engaste, os autovalores
sdo, de fato, negativos, e também é possivel notar que ha um forte gradiente em seu valor.
Isso indica que provavelmente, nessa regiao o refinamento da malha nao é suficiente para
representar o problema, gerando esta patologia.

2.2.3 Andlise de reducao

Sendo possivel calcular todas as varidveis necessarias para o calculo nao linear em
todos os pontos de Gauss (logo, em todos os nds), é interessante estimar quantos vetores
sA0 necessarios para estimar tais varidveis num ciclo inteiro de tragdo/compressao. Tal
procedimento nos daria base para avaliar a possibilidade de hiper reducao a posteriori.

Dessa maneira, uma decomposi¢dao em valores singulares foi realizada para cada
uma das variaveis que pode descrever o problema (no caso, cada componente dos esforgos
internos, os invariantes e também cada componente do gradiente de deslocamento) para
um ciclo de tragdo/compressao. Caso muitos valores singulares sejam significantes, uma
tentativa de hiper redugao seria inviavel no sentido de tempo de processamento.
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Figura 13 — Campos de autovalores das matrizes de rigidez do modelo RubMount

A redugao pode ser realizada ao substituir as grandes matrizes instantaneas de
elasticidade por formas singulares pré calculadas, onde apenas a amplitude dessas formas
deveria ser estimada e evoluiria no tempo. Por exemplo, seria possivel utilizar

Fi = ZUFiaFj (2.51)
J
J
Enti = Z aFintj UFinti ) (253)
J

onde os termos do lado esquerdo sao aproximados pela reducao, « as amplitudes singulares
a serem calculadas, u as formas singulares pré calculadas, o indice 7 indica quantidade
de componentes no modelo original, e o indice j indica o nimero de formas singulares
utilizadas, que deve ser baseado no niimero de valores singulares que ndo sao despreziveis.

Dado que as variaveis foram calculadas em cada ponto de Gauss do modelo, é
possivel calcular as formas singulares para cada uma das variaveis, mas neste trabalho, o
procedimento é mostrado apenas para o invariante I .

Depois de calcular a decomposi¢dao em valores singulares, tais valores foram verifica-
dos. Na figura 14, vemos que a amplitude deles cai rapidamente, e, para essa componente,



se desejarmos utilizar uma precisdo de 10™* em relacdo ao maior valor singular, seria
necessaria a utilizagdo de nove formas singulares como base.
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Figura 14 — Amplitude dos valores singulares para o primeiro invariante do modelo
RubMount

Apés o calculo desses valores, a visualizagdo no volume das respectivas formas
foi gerada (a partir do mesmo procedimento feito com os autovalores) para verificar a
coeréncia. A figura 15 mostra essas formas, que lembram campos senoidais, indicando certa
coeréncia em relacdo ao que se esperava.

A(4) u, s /s,=1.0e+00 A4) U, s,J5,=1.4e-02 A(4) u, s/s,=5.2¢-03

Figura 15 — Formas singulares do primeiro invariante para o modelo RubMount

Para analisar o efeito da amplitude do ciclo de tragdo/compressao nas formas
singulares, a analise foi realizada com diferentes amplitudes, e as formas foram calculadas
para cada amplitude. Ao final, também foram calculadas a formas singulares utilizando
todas as deformagdes como base. A correlacio entre todas as formas foi realizada e pode
ser vista na figura 16. Para as trés primeiras amplitudes, todas as bases apresentam um
indice de correlacao bastante elevado, enquanto para as outras amplitudes, apenas a base
com todas as formas possui bons indices de correlagao.

O ntmero de dimensées de cada componente de I, F'S e F foi calculado, e pode
ser lido na tabela 3, com sua precisdo relativa a primeira forma singular. Deve-se frisar
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Figura 16 — Correlacao entre as formas singulares do primeiro invariante para diferentes
amplitudes

que nos componentes com numero muito elevado de valores singulares significativos, seu
valor absoluto é desprezivel, e eles existem devido aos erros numéricos.

Tabela 3 — Dimensao do subespaco de cada componente do modelo

Variével Precisao
I 9 10 9 1074
FS 6 12 12 18 10 20 18 20 10 1073
F 6 33 33 13 6 51 13 51 6 104

2.2.4 Influéncia do comportamento material

Para calcular a resposta em nivel sistema do calco, é necessario calcular os esforcos
aplicados em suas extremidades. Esses esfor¢os podem ser calculados tomando o valor da
funcao residuo utilizada no método de elementos finitos para cada ponto da face onde se
deseja calcular os esforgos. Apds o calculo desses residuos e sua integragéo, e utilizando
o deslocamento entre os centros das duas faces, podemos estabelecer uma funcdo que
relaciona forca e deslocamento para o calgo modelado, que pode ser implementada em
um meta modelo. A figura 17 mostra as respostas de forga e a fungao forga/deslocamento
obtidas para um ciclo de tra¢do/compressao senoidal.
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Figura 17 — Rigidez e forca calculados para um deslocamento senoidal

Para estimar a influéncia da hiperelasticidade em relacéo ao efeito de nao linearidade
geométrica, foi feita a mesma simulagdo envolvendo um material linear elastico. Neste caso,
a funcdo de energia eldstica é descrita por

W = pu(E?) + gtrz(E), (2.54)

com \ e u os primeiro e segundo coeficientes de Lamé (o segundo coeficiente também é
frequentemente descrito como G e também chamado de médulo de cisalhamento), e E, o
tensor de deformacoes de Green-Lagrange,

E= %(C ~1). (2.55)

Esta extensao para um material linear em grandes deformacoes néao é, via de regra,
uma boa representacdo da realidade, dado que sob altos indices de compressao, o modelo
apresenta problemas de instabilidade(NIROOMANDI et al., 2009), apesar de oferecer uma
descricao precisa para pequenas deformagoes. Esse modelo é frequentemente chamado de
modelo de Saint-Venant-Kirchhoff na literatura.

A resposta global desse modelo mostra perda de rigidez sob compressao e rigidifi-
cacao sob tracdo, o que se opoe ao comportamento do modelo de Mooney-Rivlin, como
pode-se ver na comparagao dos resultados na figura 18.

2.3 Implementacdes futuras

A hiperelasticidade permite uma boa representacdo do comportamento elastico
de materiais elastoméricos. Porém, outros aspectos que esta teoria negligencia (como
dissipagao de energia, contato e evolugdo térmica) sdo cruciais para uma boa representacio
da realidade.

Nesta secao, conceitos que ainda nao foram implementados, mas devem ser inte-
grados em trabalhos futuros sdo descritos e discutidos. Em primeiro lugar, tratamos sobre
a viscoelasticidade, onde seus modelos mais comuns sdo apresentados, e entdo os aspectos
de influéncia do ambiente sdo descritos
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Figura 18 — Comparagao da relagao forga/deslocamento para os modelos de Saint-Venant-
Kirchhoff e Mooney-Rivlin para o modelo RubMount

2.3.1 Elementos viscosos

Materiais viscoelasticos sdo aqueles cuja relagao entre tensao e deformacao depende
do tempo (BANKS; HU; KENZ, 2010). Com essa dependéncia do histérico de deformagoes,
surgem algumas propriedades tais quais relaxacao, fluéncia e histerese, que dao origem a
dissipagao de energia.

A utilizacao da viscosidade como pardmetro material implica que o amortecimento
gerado pelo material é muito mais expressivo que a dissipagao ligada & montagem ou a
outras caracteristicas estruturais, que é o caso dos elastémeros.

Elementos viscosos sao representados na literatura como amortecedores, e armaze-
nam a parte que depende do tempo dos modelos viscoelasticos, enquanto a parte puramente
eléstica é representada por molas.

Estes elementos apresentam respostas de deformacao atrasadas em relacdo a tensao,
envolvendo sua derivada. Por exemplo, para uma deformacao imposta ¢,

e = Re(gge™"), (2.56)
um material elastico responde com a tensao o, de forma

0c = Re(E,g0e™"), (2.57)
enquanto um material viscoso responde com uma tensao o, da forma

0y = Re(Eyicge™"). (2.58)

Dessa maneira, uma associacio desses tipos de elementos fornece caracteristicas
intermediarias, como

o = Re(E(1 + in)ege™?), (2.59)
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e

Nessa expressao, podemos definir alguns conceitos usados na literatura, como o médulo de
armazenamento F, ligado ao comportamento elastico, ndo dissipativo e o fator de perda 7,
relacionado a dissipagao de energia.

2.3.2 Modelos reolégicos

Os materiais viscoelasticos sao classicamente representados por molas e amortece-
dores, e os modelos uniaxiais sdo apenas combinacoes simples entre eles. O modelo de
Maxwell é composto por uma mola e um amortecedor em uma associagdo em série. De
fato, este modelo representa um fluido em baixas frequéncias de excitagdo, visto que sua
rigidez tende a zero sob baixas velocidades de deformagéo.

n E
0O /TIN—0

Figura 19 — Modelo reolégico de Maxwell

Sua equagao constitutiva é dada por

o o

= — + — 2.61
=gty (2.61)
que no dominio da frequéncia se da por
E
A/ (2.62)
€ E+ jwn

O modelo de Kelvin-Voigt é composto por uma mola e um amortecedor em
uma associacdo em paralelo. Esse modelo ndo apresenta bons resultados para frequéncias
altas, onde sua rigidez tende ao infinito.

E

Figura 20 — Modelo reolégico de Kelvin-Voigt

A formulacao para esse material se d4 por
o

E
B (2.63)
nooom

ou, no dominio da frequéncia,

g=E+wn (2.64)



O amortecimento material é um modelo de dissipacdo que nao depende da
frequéncia, logo nao existe necessidade de criar uma varidvel interna para esse tipo de
modelo de simples implementacao.

E(1+/n)
O—/THH—0

Figura 21 — Modelo reolégico de amortecimento material

A equagao temporal que este modelo descreve se representa por
o = Re(E(1 +in)e), (2.65)

enquanto na forma frequencial, ela tem uma forma muito similar,

7 — B+ jn). (2.66)

9

O modelo sdlido viscoelastico padrao tem a caracteristica de possuir valores
de rigidez em condicdo quase estatica e altas velocidades definidos pelos pardmetros do
modelo.

E'I
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Figura 22 — Modelo reolégico do sélido viscoeldstico padrao

Sua equagao temporal é definida por

(B1+ Ey)é+ ———2 =6+ . (2.67)

e sua equacao em funcio da frequéncia,

Esn

o
—=F 18 L
€ 1+‘7wE2+jwn

(2.68)

Os modelos precedentes sdo precisos apenas em uma estreita faixa de frequéncias.
Para um modelo que seja valido em um espectro maior, recorre-se a elaboragdo de modelos
mais complexos, ou a utilizacdo de mais pardmetros materiais. Quando se utilizam mais
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Figura 23 — Modelo reolégico da cadeia de Kelvin

Figura 24 — Modelo reolégico generalizado de Maxwell

parametros, os modelos generalizados sao a solugdo mais comum. Dentre esses tipos de
modelos, os mais utilizados sdo a cadeia de Kelvin (figura 23) e o modelo generalizado de
Maxwell (figura 24).

Em geral, as equacoes temporais que descrevem esse tipo de modelo podem ser
reduzidas a

M dmho Nodre
o+ Z bmdtim = ag€ + Z and?, (269)
m=1 n=1

que passada para o dominio da frequéncia,

M N
o+ Z b (jw)" o = apge + Z an(jw)"e. (2.70)
m=1 n=1

Todos os modelos citados anteriormente podem ser escritos nessa ultima forma

descrita (JAUMOUILLE; SINOU; PETITJEAN, 2010).

Para aumentar o dominio de validade a partir de um modelo mais elaborado,
porém com menos parametros, a utilizacdo de derivadas fracionarias é um dos métodos
possiveis. Todavia, devido a sua complexidade numérica (cada passo exige o calculo de
uma convolugao), a utilizacdo desse modelo ainda é bastante limitada. Sua formulagao
base é

N N
o+ Z b DPro = age + Z an,D% ¢, (2.71)

n=1 n=1
onde D é o operador de derivada fraciondria, que é definido por
da

DY =
dte

(2.72)



No dominio da frequéncia, esta equacao se transforma em

N N
o+ Z bn(jw)ﬁna = age + Z an(jw)* " e. (2.73)

n=1 n=1

De acordo com (JAUMOUILLE; SINOU; PETITJEAN, 2010), com este modelo, trés a
cinco parametros sao suficientes para obter uma boa representacao de calgos elastoméricos.

2.3.3 Modelos volumétricos de viscoelasticidade

Os modelos reolégicos apresentados fornecem boas representagoes para metamode-
los. Contudo, é necessaria uma generalizagdo para trés dimensdes para integrar esse tipo
de comportamento em um modelo volumétrico. Nessa secdo alguns modelos desse tipos
serdo descritos.

Na teoria linear, a tensao viscoelastica linear pode ser considerada uma gene-
ralizacdo da solucdo do problema eldstico, porém com dependéncia no tempo. A derivagao
desse modelo parte do fato de que a deformacio pode ser decomposta em um ndmero
infinito de fungoes degrau de Heaviside (mais detalhes da derivagdo em (BRINSON, 2008)).
O problema geral de viscoelasticidade linear se escreve

t déd t ds?
J—AQG@—ﬂE;M+IAIﬂt~ﬂE;m, (2.74)

onde K (t) and G(t) define o material viscoeldstico, sendo a fun¢ao médulo de compres-
sibilidade e a funcdo moédulo de cisalhamento, respectivamente, 7 uma varidvel auxiliar
para as convolucdes, e €% e ¢V sdo as componentes desviatéria e volumétrica do tensor de
deformacgées linearizado .

Da origem do modelo, sabemos que as func¢oes de compressibilidade e de cisalha-
mento devem ser as respostas de relaxamento do material quando submetido a um esforgo
unitdrio repentino, em volume ou em cisalhamento. Dado que as respostas tipicas sao
exponenciais negativas, essas funcoes sao geralmente escritas em termos de séries de Prony

(PARK; SCHAPERY, 1999),

n __t

K({t)=Ko+ Y Ke ™ (2.75)
=1
n _t

Gt)=Go+ Y Gie & (2.76)

=1

No modelo visco-hiperelastico, é possivel usar a mesma generalizacao usada na
viscoelasticidade linear, com uma funcao de relaxacdo para o componente desviatério e
uma fungao de relaxacao para a componente volumétrica. Separando as duas componentes
da energia, temos,

d v
_28W 28W

504 + Flell (2.77)



Por extensao, o segundo tensor de tensoes de Piola-Kirchhoff pode ser representado
pela soma de suas componentes desviatéria e volumétrica (ANSY'S, 2017)

¢ d dwd
d __ _ _ _
s _/0 G(t—r) <2dT dcd)dT (2.78)
. ddawey
s _/0 K(t—r) <2dT d(]”)ch . (2.79)

Para que nao seja necessario calcular a convolugdo a cada passo de tempo, o
seguinte método se aplica

At _ At d d
e G < [ dW aw
Stiar=e" S{+ ZG‘e 2T (dCt+At T ) (2.80)
At At
v _ Ko i maw ( dAWE o dWP
Strar = St gl (dctw ac, ) (2.81)

Ainda existem outros modelos que podem representar o comportamento de viscoelas-
ticidade nao linear. Como exemplos, temos o modelo de Bergstrom-Boyce (JOHANSSON;
RUNESSON, 2005), e o modelo de Schapery (BRINSON, 2008), que podem fornecer
resultados bastante precisos para polimeros.

2.3.4 Fatores ambientais

O comportamento dos elastémeros é fortemente dependente da temperatura,
com variacoes de parametros que nao podem ser desprezadas.

Uma caracteristica do material que permite conhecer as ordens de grandeza dos
pardmetros materiais de um polimero é sua temperatura de transicdo vitrosa. Sabe-se
que abaixo dessa temperatura, o material é rigido e cristalino, enquanto acima dessa
temperatura, temos uma zona onde ele possui uma resposta viscosa. Entre as duas zonas ha
uma zona de transicdo onde as propriedades passam por variagoes extremamente intensas,
e é normalmente onde se encontram as propriedades de amortecimento mais interessantes
(ISAYEV, 2014).

Os efeitos de temperatura frequentemente sdo comparados aos efeitos do tempo,
e na literatura especializada encontram-se simplificacdes que levam essa equivaléncia em
conta. Um desses exemplos é a fungio de equivaléncia de Williams-Landel-Ferry,

Co(T — Cy)

log(4) = Ca(T =)’

(2.82)
onde A, o fator de deslocamento do tempo é funcdo dos pardmetros materiais, Cq, C e
(3, e da temperatura T'. Esta funncao fornece resultados precisos para polimeros acima da
temperatura de transicao vitrosa (ISAYEV, 2014).

A dependéncia em funcdo da amplitude é dada principalmente pelo efeito Payne,
que é uma diminui¢do na rigidez do material com o aumento da amplitude de deformacéao
sob carregamento ciclico. Em compensacao, o médulo de perda aumenta até um méaximo

local, para voltar a diminuir (JAUMOUILLE; SINOU; PETITJEAN, 2010).



Especula-se que suas origens sejam as fracas ligacoes de van der Waals entre o
negro de fumo e a borracha, que sdo de certa forma quebradas enquanto o material esta
submetido a grandes deformagoes. No entanto, essas ligagoes sdo reestabelecidas na volta
a uma condicdo de pequenas deformacoes, o que configura um efeito reversivel. Outras
explicacbes envolvem a coesdo entre as macromoléculas e a superficie do agregado, com
a criacdo de ligacoes entre as duas fases com pequenas deformagoes (BOURGETEAU,
2009).



3 Modelo Sistema

A utilidade de calgos elastoméricos esta em sua integracdo dentro de um sistema,
onde sua baixa rigidez, seu alto fator de amortecimento e sua capacidade de suportar
grandes deformagoes sem deterioracao, em relagdo a outros componentes metalicos sao
propriedades chave para este material. Sendo assim, a possibilidade de integrar esses
elementos em um mesmo modelo de sistema é crucial para aplicagdes praticas.

Para validar a flexibilidade do modelo volumétrico implementado no software
SDTools, e para colocar em perspectiva um possivel trabalho experimental, neste capitulo
foi desenvolvido um modelo baseado em um possivel experimento que excite as nao
linearidades do material.

Na secao 3.1 o modelo usado nas simulagbes é descrito. A se¢do 3.2 introduz
conceitos de sintese modal e analisa as respostas dadas pelo modelo. A secdo 3.3 esta-
belece ligacdes entre os modelos volumétricos e metamodelos, ao tratar do problema de
identificacdo e ao analisar as diferencas entre os modelos.

3.1 Desenho de um sistema para testes

Antes de poder implementar o modelo em algum caso industrial, é importante
realizar testes para validar os parametros de um metamodelo, ou mesmo de um modelo
volumétrico. Esse sistema deve ser replicavel em escala real, para que as simulagoes possam
ser comparadas aos ensaios.

Esta secdo detalha o modelo de sistema utilizado e suas dimensbes para obter
resultados razoaveis.

3.1.1 Modelo realizado

O propésito geral do experimento é definir uma estrutura similar a uma barra, onde
os calgos sejam acionados em tragdo/compressao com carregamentos intensos o bastante
para excitar o comportamento ndo linear. A dindmica geral sdo as mesmas de uma barra
com uma rétula, considerada na segao 2.3 de (HAMMAMI, 2014), vista na figura 25.
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Figura 25 — Barra com rétula. FONTE: Hammami, 2014



Na configuragdo nominal, a barra estd engastada em uma extremidade e livre na
outra. Para tal condicdo de engaste, seria necessario colocar grandes massas na extremidade
para obter condi¢Ges similares.

A rotula é realizada ao acoplar duas placas por meio de dois calgos elastoméricos
no eixo vertical, como mostra a figura 26. Para um desenho inicial, que considera apenas a
alocacgao de frequéncias, os calgos sdo tratados como molas simples. As ndo linearidades
sdo adicionadas nas se¢oes seguintes.

-50 -150
-200 -50 -200

(a) Sistema com metamodelo (b) Sistema com modelo volumétrico

Figura 26 — Modelos desenhados para a andlise nao linear

Cada barra é representada no modelo com uma se¢do circular de 20mm e um
comprimento de 200mm. As dimensées das placas sdo de 120mmx120mm, com 3mm de
espessura. Além disso as outras barras que prendem as placas, sdo parafusos, na altura
y = 0, o que permite a introducdo de pré carregamentos, adicionando uma rigidez a flexao
baixa em relacdo a rigidez dos calgos. Os parafusos foram modelados como barras com
secdo circular de 4mm de didmetro.

O cal¢o modelado foi 0 mesmo que o descrito na se¢ao 2.2, no entanto, aqui eles
sao representados como um elemento cbush (mola), em vermelho na figura 26a, ou como
um solido hipereldstico na figura 26b. Para a resposta linear, e para as primeiras andlises
nao lineares, apenas o modelo de mola é considerado.

3.1.2 Resposta linear

A primeira anélise realizada foi a decomposicdo modal do modelo linear, para
assegurar que os calgos sejam de fato excitados pela primeira frequéncia natural do sistema,
e que ela ndo tenha um valor tdo elevado. A figura 27 mostra que o primeiro modo, de fato
interage fortemente com os calgos, e que o segundo modo, apesar de excitar os parafusos,
nao os deforma significativamente.

Uma analise em frequéncia foi realizada para verificar os modos ativos para carre-
gamentos ciclicos na direcdo dos calgos. Esta analise foi feita impondo um carregamento
ciclico na extremidade livre da estrutura. O esforco foi de amplitude de 1N, na direcao
dos calgos, com frequéncia variando entre 1H z e 200H z. Nenhum modelo de dissipacgao foi
levado em conta para os elementos cbush. Na resposta em frequéncia (figura 28), pode-se
ver que a resposta mostra duas ressonancias, que correspondem aos primeiro e terceiro
modos. Como esperado, o segundo modo (flexdo horizontal) é completamente invisivel para
essa configuracio de carregamento. Para confirmar a coeréncia do modelo, um teste de
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Mode 2 at 57.09 Hz

(a) Primeiro modo (b) Segundo modo

Figura 27 — Modos do modelo BeamPBush
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Figura 28 — Resposta em frequéncia do modelo linear BeamPBush

seno interrompido foi realizado. Numericamente, esse teste consiste em impor as condigoes
iniciais iguais a um modo especifico, e entao analisar a resposta temporal. Na realidade,
esse teste consistiria em excitar externamente o sistema em uma determinada frequéncia, e
em um dado momento, esse esfor¢o deve ser interrompido abruptamente (DION; CHEVAL-
LIER; PEYRET, 2013). Para um sistema linear sem amortecimento, a resposta esperada
e confirmada foi a permanéncia do sistema nesse modo. Esse procedimento foi realizado
para os primeiro e terceiro modos.

Para investigar as diferencgas entre os modelos volumétrico e metamodelo integrados
ao sistema, uma analise modal foi realizada na estrutura com o modelo volumétrico de
Mooney-Rivlin e também com a mola equivalente descrita na se¢ao 2.2.4. Para a comparacao,
a resposta nos graus de liberdade ligados aos calcos foram removidas para possibilitar o
célculo do indice de correlagdo modal entre os dois modelos (mostrado na figura 29).

Com exce¢ao dos modos locais (modos entre 14 e 19 no modelo volumétrico), o
indice de correlacao modal entre as duas respostas chega perto de 100% para todos os
modos, indicando que caso nao haja interesse em acoplamento de modos locais com os
estruturais, o modelo de mola deve mostrar respostas razoaveis em pequenas deformagoes.
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Figura 29 — Correlagdo entre os modos dos modelos BeamPBush e BeamPVol

3.2 Andlises de resposta nao linear

Depois de definir os modelos, sua resposta deve ser analisada com énfase nas nao
linearidades. O objetivo dessa se¢do é de ilustrar de maneira compreensivel tais efeitos em
nivel sistema.

Em um primeiro momento, sdo introduzidos conceitos de decomposigoes modais,
para entdao adicionar uma componente cibica na rigidez do modelo de mola. Apds a
analise das respostas, foi adicionado um modelo de amortecimento modal, e sua influéncia
analisada. No final desta secdo, sdo realizadas andalises procurando respostas similares as
dadas pelo método do balanco harmonico.

3.2.1 Amplitudes modais

Para estudar formas de visualizar o efeito das nao linearidades no modelo, uma
componente cubica foi adicionada a rigidez da mola. Para estimar o valor desse coeficiente
cubico, foi definido que o modelo deveria responder com as partes linear e ndo linear com
mesma intensidade para uma entrada unitdria (neste caso, a entrada é a extensao do calgo).
Dessa maneira, o fator ciibico tem o mesmo valor numérico da rigidez linear.

Novamente, um teste de seno interrompido foi simulado, com excitagao do terceiro
modo linear, e a resposta temporal em cada grau de liberdade evidencia a presenca de nao
linearidades, como pode-se ver na figura 30.

Para extrair dados mais sintéticos da resposta, foi realizada uma decomposicio
modal. Para os deslocamentos, pode-se definir as amplitudes modais, que demonstram
relativamente o quanto um sistema se comporta em um determinado modo (BIANCHI et
al., 2010). Definem-se essas amplitudes por

{a(t)} = [Me]" {q(t)}, (3.1)

com « as amplitudes modais, M, a matriz de massa, ® a matriz da base modal utilizada,
e q os deslocamentos.
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Figura 30 — Resposta temporal do deslocamento na extremidade do calgo

O uso das amplitudes modais juntamente com suas derivadas, nos permite visualizar
a resposta transiente na forma de diagramas de fase, como na figura 31, onde o terceiro
modo mostra um comportamento bastante similar ao linear, enquanto modos superiores,
como o sétimo, apresentam respostas praticamente ilegiveis.
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(a) Modo 3 (b) Modo 7

Figura 31 — Diagramas de fase das amplitudes modais do modelo BeamPBush

Para realizar simulagoes mais rapidamente, foi realizado também o célculo utilizando
uma base modal reduzida com 20 modos. Na figura 32 compara-se os resultados da amplitude
do modo 7 e do modo 9 no dominio da frequéncia. Para uma leitura melhor, as frequéncias
naturais sdo marcadas com pontos vermelhos e os harmoénicos da excitacdo com tragos
pretos.

A figura 32 também mostra alguns aspectos que devem ser ressaltados. O primeiro
aspecto é o deslocamento em frequéncia dos picos respostas para cada modo. Isso se deve
a rigidificacao induzida pelo aumento da amplitude, e serd mais explorado na segdo 3.2.3.



Outro aspecto é a aparicao de reacoes em frequéncias bastante elevadas. Provavelmente
isso ocorre devido ao fato de que o terceiro modo linear ndo representa um ciclo estéavel
com uma rigidez cibica, e dessa maneira, modos com elevada frequéncia sao excitados
pela condicdo inicial, além do fato de que na auséncia de mecanismos de dissipacao, esses
modos seguem ativos. Um 1ltimo aspecto é o fato de que o sétimo e o nono modos estao
bem proximos de um dos harmoénicos da frequéncia de excitagao.
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Figura 32 — Comparacao entre o calculo completo e o calculo com redugao modal para o
modelo BeamPBush nao linear

A utilizacao da reducao modal reduz o tempo de célculo em 3 vezes, sem degradacgao
da resposta nos picos (apesar da perda de informagao nos vales). Como nao é interessante
avaliar a resposta de baixas amplitudes em frequéncia, para os préximos célculos este
método foi utilizado.

Ao visualizar todas as amplitudes modais, é evidente que apenas alguns modos
compdem a resposta. A figura 33 mostra que os modos que respondem com maior intensidade
sdo os que deformam os calgos (modos 1, 3, 7, 9, 13, 19). Neste exemplo particular, as
maiores contribuigdes (com excegdo do modo de excitagdo) provém do sétimo e do nono
modos, provavelmente pelo fato de haver um harmonico da frequéncia de excitacao bastante
proximo a essas frequéncias. Outra consequéncia da rigidez ciibica adicionada é o aumento
das frequéncias das ressonancias modais, efeito que é mais intenso para frequéncias mais
altas, e essas altas frequéncias exigem passos temporais de integracao bastante pequenos.

3.2.2 Energias modais

Outra informagao interessante que pode ser extraida da resposta temporal sio as
energias modais, que mostram quanto a energia se concentra em cada modo. De maneira
similar as amplitudes modais, pode-se definir as energias modais por

1 . . 1 .
B = 5 (0 (067 Kay(t); + a;(0)8] My (1)g;) = 5 (w}a? +43). (3.2)
com FE,,, a energia mecanica de cada modo, K, a matriz de rigidez e w a frequéncia de
cada modo.

A resposta da energia modal no tempo, vista na figura 34, mostra que para os
modos ndo lineares, a energia apresenta variagoes intensas, especialmente para o modo 9. A
periodicidade da resposta indica conservacao de energia, pois nao estdo sendo consideradas
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Figura 33 — FFT das amplitudes modais da resposta do modelo BeamPBush

formas de armazenamento de energia nao lineares. Enquanto isso, o terceiro modo apresenta
variagOes bastante suaves, bastante préximo de uma constante, que seria o comportamento
para um sistema linear.
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Figura 34 — Energias modais do modelo BeamPBush no tempo

A resposta em frequéncia, na figura 35 mostra que todos os modos apresentam um
comportamento similar em frequéncia (apesar das amplitudes diferentes), exceto para o
terceiro modo, que responde como se fosse um sistema linear.

3.2.3 Amortecimento modal

O proximo passo é a integracdo de um modelo de dissipagdo no sistema. Um
modelo simples e realista de dissipacdo é o de amortecimento modal, onde a matriz de
amortecimento viscoso na base modal é diagonal e constante (BIANCHI et al., 2010), e o
coeficiente de amortecimento pode ser escolhido para cada modo, levando a

I'= 2diag(Cjwj), (3'3)
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Figura 35 — FFT das energias modais do modelo BeamPBush

onde (; ¢ o coeficiente de amortecimento para o modo j, cuja frequéncia é w;. Esse modelo
é razodvel sob a hipdtese de frequéncias separadas (BALMES, 2017).

O fator de amortecimento escolhido para o primeiro modo foi de 2% e para os
outros modos, 0.1%. Além disso, antes do célculo das respostas, foi introduzido um periodo
de estabilizacao, onde um esfor¢o senoidal é mantido na frequéncia do terceiro modo linear,
na extremidade livre do sistema. Com esse procedimento, a condicdo inicial da simulacao
é um ciclo estavel com forma similar & do terceiro modo, porém com componentes nao
lineares. Tal procedimento é impossivel sem um modelo de dissipacao.

Uma diferenca notavel trazida pelo amortecimento é que o deslocamento das
frequéncias de ressonancia se pronuncia mais, o que pode ser visto na figura 36. Além disso,
estes picos de ressonancia nao mostram mais um comportamento simétrico em relacao
a ressonancia, indicando que as nao linearidades ganham importancia com o efeito do
amortecimento. A presenca de outros modos de frequéncias mais altas é mais discreta,
dando espaco ao aparecimento de harmonicos da frequéncia de excitagdo na resposta.
Alguns picos de ressonancia também ficaram mais largos, provavelmente devido aos efeitos
de amplitude na frequéncia de resposta, o que deve ser analisado na secao 3.2.4.

A resposta da energia temporal, vista na figura 37, mostra uma participacao
bastante intensa do modo 19, com um decaimento bastante rapido. No grafico da figura
38, pode-se ver que enquanto a resposta do modo 19 decai, a resposta do modo 9 aumenta,
de maneira que a energia seja transferida do modo de frequéncia mais alta para o de
frequéncia mais baixa, onde é dissipada. Além disso, existe uma oposicdo de fase entre a
energia presente no modo 3 e todos os outros modos, o que indica que as respostas linear e
nao linear se alternam com a deflexao do elemento cbush.

Em um modelo linear com amortecimento, espera-se que a energia seja monoto-
nicamente decrescente com o tempo, e com derivada nula apenas nos momentos onde a
velocidade é nula. Contudo, no modelo utilizado nesta segao, existe uma fragdo da energia
que é armazenada na mola ndo linear, e dessa maneira, mesmo o terceiro modo (que
apresenta comportamento muito proximo ao linear) apresenta oscilagoes, o que se pode ver
na figura 38. Os outros modos apresentam intensas oscilagbes com seus picos coincidindo
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Figura 36 — Amplitudes modais em frequéncia para o modelo BeamPBush amortecido
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Figura 37 — Resposta temporal da energia para o modelo BeamPBush amortecido

com os vales do terceiro modo. Isso indica que a nao linearidade é o fator que excita os
outros modos. Para um intervalo de tempo maior, o sistema se comporta de maneira similar
a um sistema linear, onde o nico componente que influencia a resposta é o terceiro modo.

Para ilustrar a intera¢do tempo/frequéncia, o espectrograma para cada amplitude
modal foi calculado, com a utilizagdo da transformada de Fourier de tempo curto (STFT),
utilizando a janela de Hamming (ZHIVOMIROV, 2009). O espectrograma do nono modo,
na figura 39, mostra que a frequéncia das respostas caem rapidamente com o tempo. Este
fenémeno esta relacionado com a queda das amplitudes da resposta, visto que a rigidez do
modelo (e, por consequéncia, suas frequéncias naturais) sdo sensiveis a amplitude.

3.2.4 Resultados do método do balanco harmonico

A formulacdo do método do balanco harmoénico supde que o sistema apresente
uma resposta periddica do sistema quando sujeito a um determinado carregamento, o que
é uma hipdtese bastante abrangente para um sistema amortecido. Um solver que utiliza
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Figura 39 — Espectrogramas da resposta do modelo BeamPBush

este método resolve as equagoes dindmicas através dos coeficientes de Fourier da resposta,
utilizando como frequéncias os harmonicos e sub harmoénicos da frequéncia de excitagao.
Dessa maneira, este método resolve apenas o ciclo de regime permanente de um sistema
(JAUMOUILLE, 2011). Nessa se¢ao, um esforgo senoidal foi imposto na extremidade livre
do modelo, entao o sistema foi simulado até a estabilizagdo do ciclo, de onde extraiu-se
a amplitude. Este método deve fornecer as mesmas respostas que um solver de balanco
harmonico pode fornecer (amplitude da resposta em funcao da frequéncia de excitacdo),
e tais resultados servem como comparacdo e verificagdo de implementagao para outros
projetos da SDTools.

Em cada simulacdo temporal, um ponto do espectro de frequéncia é estudado.
Como o interesse de um problema de vibragdes é voltado para as ressonancias, neste caso,
a andlise se restringiu a ressonancia do terceiro modo (em torno de 140Hz), além do nono



modo (em torno de 570Hz). Antes de realizar a série de andlises temporais, deve-se atentar
ao fato do sistema atingir ou ndo um ciclo estavel. A figura 40 mostra a resposta para
diferentes frequéncias, onde uma delas ja atingiu a estabilidade, porém a outra nao. Para
evitar a utilizacdo de tempos de integracdo muito grandes, tais erros foram ignorados.
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Figura 40 — Resposta temporal do modelo BeamPBush para frequéncias e amplitudes dife-
rentes

Variando amplitude e frequéncia, foram realizadas numerosas simulacoes. Para
chegar a um ciclo estdvel mais rapidamente, o amortecimento modal foi elevado a 1%. Os
resultados obtidos, mostrados na figura 42 sdo bastante similares aos resultados da equagao
de Duffing, com um salto de amplitude em relacao a frequéncia, e esse efeito de salto se
torna mais pronunciado com maiores amplitudes de esfor¢os. Ao simular para frequéncias
préximas do nono modo, nota-se que existe um deslocamento do pico de ressonancia na
frequéncia, visto na figura 41.
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Figura 41 — Variacdo da frequéncia do nono modo com o aumento da amplitude

E interessante notar que o salto ocorre para frequéncias proximas a frequéncia de
excitagdo de maneira evidente, como se vé na figura 42 para as terceira e nona amplitudes
modais, porém nao ocorre para frequéncias mais elevadas.
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Figura 42 — Resposta harmoénica do modelo BeamPBush para diferentes amplitudes

Um salto similar pode ser visto com o aumento do coeficiente ctibico, na figura 43.
No entanto, o comportamento nao apresenta a linearidade observada com o aumento da
amplitude.
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Figura 43 — Resposta harmonica do modelo BeamPBush para diferentes valores do coefici-
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3.3 Modelo volumétrico e metamodelos

Nesta secdo, as relagoes entre os metamodelos e os modelos volumétricos sao
estabelecidas, ao integrar o modelo volumétrico ao sistema analisado na se¢ao 3.

O objetivo é estabelecer modelos equivalentes tanto partindo do modelo volumétrico,
quanto partindo do metamodelo, além de analisar suas diferencas.

3.3.1 Identificacdo de metamodelo

Nesta secao, o sistema com o modelo volumétrico é substituido por sua mola nao
linear equivalente, calculada na secao 2.2.4. No entanto, para uma representacao de um
modelo hiperelastico, a rigidez linear néo é suficiente para representar a variagao de rigidez



no calco com a amplitude, entdo, a partir da resposta do modelo volumétrico, foi calculada
uma regressao quadratica para representar essa variagdo de rigidez. A figura 44 mostra a
evolucao da rigidez com o deslocamento da mola.
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Figura 44 — Regressao quadrética da relacao de forga/deslocamento do modelo volumétrico

Para simular um modelo realista, um modelo de dissipacao deve ser levado em
conta. No entanto, como temos de calcular um esforgo resultante, a utilizacdo de uma base
reduzida (que introduz residuos em deslocamentos) juntamente com ligagoes rigidas nao
pode ser utilizada, pois resulta em esforgos infinitos. Dessa maneira, ao invés de utilizar o
modelo de amortecimento modal, que é impraticavel sem a reducao modal, o modelo de
amortecimento utilizado foi o de Rayleigh. Neste modelo, a matriz de amortecimento I" é
uma combinagdo linear da matriz de rigidez K e da matriz de massa M, de forma que

I'=aM + BK, (3.4)
onde a e 3 sdo os parametros de amortecimento.

Nas mesmas condicOes da secao 3.2.3, foi realizado um teste de seno interrompido,
tanto para o modelo volumétrico quanto para o metamodelo. As respostas foram passadas
para o dominio da frequéncia, e, comparando os resultados, vistos na figura 47, pode-se
ver que as respostas sao bastante similares, exceto por um pico em torno de 410Hz que
corresponde ao terceiro harmonico da frequéncia de excitagao.

Investigando as respostas modais do modelo volumétrico em frequéncia, o tnico
modo que mostra um grande pico nesta frequéncia é o modo 24, cuja forma consiste no
cisalhamento localizado no calgo. Deve-se frisar que mesmo que o metamodelo também
apresente um modo bastante similar, este modo nao se manifesta na resposta.

Em relacao aos modos locais, o décimo sexto modo possui uma influéncia significante
na resposta do modelo volumétrico, mesmo nao tendo um modo equivalente no metamodelo.
Estes modos sdo mostrados na figura 47.

3.3.2 lIdentificacao de parametros

Resolvendo o problema inverso, deve-se ser capaz de estimar os parametros do
material em funcdo de uma resposta global. Para encontrar os pardmetros que melhor
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Figura 46 — Resposta da vigésima quarta amplitude modal

representam uma resposta, deve-se resolver um problema cldssico de otimizacdo. A funcao
custo definida para a identificagdo realizada nesta secao foi o quadrado da diferenca entre
uma resposta alvo e a resposta obtida com o atual conjunto de parametros,

t:tcycle
Y= /t (B0, 0o, K) = Foy) di, (3.5)
onde x ¢é a funcdo custo, F,.s é a forca resultante calculada pela anilise de elementos
finitos, e F,,; é a funcdo que descreve a resposta que deseja-se obter com um conjunto de
parametros.

A maneira mais simples para resolver este problema é o método do gradiente de
descida, onde o passo de otimizacao é tomado na direcdo oposta ao gradiente da funcao
custo. Cada passo de otimizagdo incrementa os parametros de Ap,

Ap = a2y, (3.6)
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Figura 47 — Modos presentes na resposta do modelo BeamPVol e ausentes na resposta do
modelo BeamPBush

onde « é o raio do passo e

1
p=9 C2 (3.7)
K

Uma maneira mais eficiente de realizar esta otimizacado é o método de Gauss-Newton, que
também utiliza a direcao oposta ao gradiente, porém com o uso de um multiplicador que
garante convergéncia quadratica perto de um minimo local. Cada passo de otimizacao
nesse método pode ser descrito por

1
oxT ox\  ox
Ap = [ZX X)) 99X .
D <8p W@p) o W, (3.8)

onde W é a matriz diagonal com os pesos da derivada de cada pardmetro. Como a funcao
custo definida é mais insensivel ao pardmetro K do que aos outros, seu fator de peso foi
definido 4, enquanto C] e C tiveram o peso definido como 1.

Uma outra formulacdo é o método de Levenberg-Marquardt, que é um hibrido
entre os outros métodos apresentados, que dependendo dos parametros adotados apresenta
maior robustez que os anteriores. Cada passo pode ser descrito por

-1
oxT oy 195%
Ap= === W= I ——=Wy. )
D (8}) W8p+/\> apWX (3.9)

Pode-se notar que quando o pardmetro do método A tende a zero, o método é equivalente
ao de Gauss-Newton, enquanto grandes valores fazem o método ser equivalente ao gradiente
de descida. Este método é util quando tomado em sua forma adaptativa, onde A evolui ao
longo das iteragoes saindo do método do gradiente de descida em dire¢do ao método de
Gauss-Newton (GAVIN, 2017).

Para aplicar esses métodos, o modelo descrito na secdo 2.2 foi escolhido, devido a
sua simplicidade. Novamente as condi¢oes de contorno sdo o engaste em uma das faces e
a outra extremidade livre. As condicdo inicial é a deformacao do calgo na forma de seu
terceiro modo (equivalente a sua extensao, visto na figura 48). Nessas condigdes, os esforgos
resultantes foram calculados para um ciclo.
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Figura 48 — Condigoes iniciais para o procedimento de otimizacao

A funcao escolhida como referéncia é uma cossenoide, com frequéncia e amplitude
diferentes da resposta dada pelo modelo anteriormente descrito. A derivada da funcéo custo
foi estimada pelo método das diferencas finitas tomado a direita (ao invés de centralizado)
para evitar a avaliagdo da funcio custo duas vezes por derivada. A inicializacdo tomou
valores com a mesma ordem de grandeza dos parametros finais. Na figura 49 é possivel
ver a resposta antes (em azul) e depois (em laranja) dos processos de otimizagao, além da
funcdo objetivo (em amarelo).
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Figura 49 — Primeiro e iltimo passos da identificagdo de parametros

O procedimento de otimizagao usado foi o método de Gauss-Newton, visto que
os valores iniciais possuiam a mesma ordem de grandeza dos parametros 6timos, logo
a convergéncia quadratica era garantida. Durante os calculos, também foi notado que
a convergéncia do método de otimizagao é fortemente dependente dos pardmetros de
inicializagdo e dos pesos atribuidos.



4 Conclusao

A implementacao de uma arquitetura de resolugdo de problemas de hiperelasticidade
mostra a capacidade de adaptar o software para poder resolver problemas mais complexos.
Além disso, a possibilidade de resolver os problemas de identificagdo e de validacao (os
mais comuns, quando se trata de um projeto mecénico), além do diagnostico da patologia
do modelo, demonstra que o programa ¢é flexivel o bastante para aplicagdes em escala
industrial.

A aplicacdo de conceitos ndo tdo usuais para o pds processamento, como a decom-
posicdo em valores singulares e a extracdo de dados intermediarios de calculo, por exemplo,
proporcionou um aprofundamento maior no que tange as nao lineardidades.

Apesar do conhecimento trazido por este trabalho, ainda existem algumas limitagoes
que devem ser levadas em conta para aplicagoes futuras. Entre elas estdo a ado¢do de nao
linearidades que envolvem estados internos. Sua adocao é bastante delicada, pois exigiria
procedimentos de calculos completamente diferentes, sendo necessarias grandes mudancas
de arquitetura. A adog¢ao desse tipo de elemento nao linear é crucial para a aplicacio
de leis de dissipagdo que representam bem a realidade. Outra limitacdo do trabalho é a
auséncia de dados experimentais, tanto devido a falta de um modelo dissipativo realista
quanto pela falta de recursos para sua realizacao.

Tendo em vista que realizaram-se estudos em uma larga gama de possiveis aplica-
¢oes (correlagao entre teste e ensaio, validagao, hiper reducao, etc.), este trabalho pode
ser continuado em diversas areas sendo uma sélida base, visto que a necessidade de
representagoes nao lineares para esse tipo de problema foi comprovada.
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